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3.1. Teorema conservarii

LIViN sarcinii

1. Enunt: curentul electric ce paraseste orice suprafata inchisa este egal cu

viteza de scadere a sarcinii dindinteriorul suprafetei.d or
_ : g

2. Forma globala/integrala:| Iy =— i =N §JdA:——Ipdv

dt - dt 3
3. Demo: ; : :

L : : . d
Legea circuitului magnetic: U, =1+ thsf —>0=1; + é:z >
umF = HtaveIF — O!WSF — l//Z = qDZ

Legea fluxului electric:

oD
~ Forma locala in medii mobile;: VxH=1J +E+,0V+V>< (Dxv)=

V-VxH=V(J +pv)+6Z—tD+V-Vx(va):>

4. Forma locala si V(J+pv)+%0=0:> {(J_va)dA:— J' aa_fdv
integrala dezvoltata: 5 =Dy Dy (1)
5. In medii imobile: divJ :_6_p<:> §JdA:—ja—pdv

ot $=0Dy D ot
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&Y TG Consecinte ale teoremei

[MN consevarii sarcinii

1. Forma locala pe is = [ JAA = Jumeahl = FinmeaA + nmedA,
Sl_JpI‘afe_te C_Ie N F:"it] — ;ﬂt:medﬂ-h' =+ ;ﬂsmed;l-
discontinuitate =

hl d dpsmrsd

(interfete intre medii): Jrmed + Janmed = Jnmea = pumedh — —

— Ip, , dp
T ongp - (Je —=Jy) = — L_’; | diwgd = i-_;

/2. Conservarea curentului total
;’ In medii imobile;
' op oD
/divd+ 22 = dIV(J+—j div(J+Jd)
/ ot ot

g
/ thdS:O, undeJt:J+Jd,Jd:a_D
: ot

In medii mobile:

“"H.HH," d|V(J+pv)+at =0=div], -0;J, =J+J,+J,,J, %?,J = pv

v
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Relaxarea sarcinii.

[Mm Continuitatea curentului

2. In medii liniare omogene:

% _ vy v(oE)=-ovE=-ZvD=-C
E E

sarcina scade rapid ot

tinde exponential catre zero & o _

finde expone D = E=s L pir=0= p=p(0)e”

fey = —————=1510" o| ot
47910°6010
| | . dgp,
3. In regimul stationar: I, =— =0= o=
teorema conservarii dt / \x 1
_  (continuitatii) curentului: {JdA =0=VJ=0 | Y 'ﬁ_—_—}:t_-ij:
>=0Dy x\ /x
Y s
4. In sisteme izolate electric: ] quZ ST 2
| o O=1, =— =0, = Ct.
sarcina este invarianta: dt >

5. Semnificatia fizica: Intre curent si sarcina exista o foarte stransa legatura (evidenta
microscopic). Sarcina se conserva sau migreaza sub forma de curent.
Conservarea sarcinii este unul din cele mai generale adevaruri ale electromagnetismului,

motiv pentru care este cunoscut si sub numele de legea conservarii sarcinii, chiar daca este o
consecinta a celorlalte legi.
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Aplicatii, probleme, exercitii

B

© N o O

In cat timp se anuleaza densitatea de sarcina intr-un conductor din Cu?

Justificati expresia curentului de deplasare folosind teorema conservarii sarcinii
in incercarea de a generaliza teorema lui Ampere in regim variabil.

Cum sunt liniile de curent in regim stationar?

In ce conditii se conserva componenta normala a densitatii de curent la interfata
intre doua corpuri? Dar componenta sa tangentiala?

Este distrusa sarcina intr-o explozie atomica?
Care lege este mai generala? Legea conservarii sarcinii sau cea a masei?
In teorema relaxarii, sarcina tinde catre zero. Unde dispare sarcina initiala?

Procedeu de masurare a sarcinii. Conform teoremei conservarii sarcinii, curentul ce
alimenteaza un corp izolat este egal cu derivata in imp a sarcinii. In consecinta sarcina
CU care se incarca un corp se poate masura integrand in timp intensitatea curentului ce
incarca acel corp. Rezulta ca aparatul de masura al sarcinii este alcatuit dintr-un aparat
de masurare a curentului (ampermetru) si un integrator in timp. Pentru ca procedura sa
fle completa mai este necesara o metoda pentru a verifica daca un corp este neutru.
Dupa cum se va vedea ulterior, campul electric uniform actioneaza asupra unui corp cu
o forta proportionala cu sarcina sa, deci cu o forta nula in cazul corpurilor neutre.
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3.2.Teorema energiei el-mg

[Mm - Poynting

1. Forma I9c?al a gnerglel In ol = —L,_ _ -H
medii imobile ot
7D
rotH = J + 1? E
J
ErotH — Hrotk = JE—I—EE Hd_]? J

I
div(ExH)=V(ExH)=V (E}:H) +V (EKH) ~H(VxE)-
_ —E(V x H) = HrotE — ErotH

oD JE  cOE? DE
E— = Eee— = = .
ot ot 2 ot ot ( 2 )

JB o [ BH
HE:E( > )

. Jd (DE BH
—tf:i:-'I[E}{H]I:JE—l—E( 5 + 5 )
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Forma integrala.

LIViN Conservarea energiel el-mg

| S = E X H|— vectorul Poynting [W/m?]
- w,= DE/2 — densitatea energiei electrice [J/m?]
« w_ = BH/2 — densitatea energiei mg. [J/m?3]
| W, - W, . Widensitatea energiei el-mg

« |p = JE t densitatea de putere [W/m?3] P — deA W]
=
oD

P.= [ pdv W]

dW Wem — jWede [J]
it

— 1]
PXS]
E[didev:j p jdv :{ pdv+%£wemdv U

em
oD D D
Enunt:. Puterea transferata de campul el-mg spre interiorul unui domeniu prin
frontiera sa este egala cu puterea transferata corpurilor din domeniu plus
viteza de variatie a energiei el-mg din domeniu.

Semnificatie: Puterea/energia se conserva (in acord cu principiul | al
termodinamicii). Campul el-mg acumuleaza si transporta energie si in vid.

em —
= P.=P. +

!

D. loan - Bazele ELTH © 2012 Daniel IOAN




Recapitularea teoremelor de

conservale
Camp: Sarcina Energie
Global d dw
=, P, =P 4—=r
dt dt
Integral d d  (DE BH
_a —§(ExH)dA:IDZJ-EdV+—J'DX Y
inA— dt'[szdV ] dt (2 2)
Local : dp . oW, _
. . IV = —— — —
diferential div] dt divs = p, + ot
Pe supr de op,
dics P nlz’(Jz_Jl):_ g
Conserv. J.=J,
Linii de Liniile de curent sunt in Liniile vectorului Poynting indica
regim stationar curbe directia si sensul transferului de
camp inchise energie el-mg
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InaN Aplicatil

Puterea transferata unui conductor parcurs de curent

|
e |
P=—[ (ExH)dA=[ T - dA=_"_2arltui=P ( J
z S| 2ar 2nrl
Energia electrica proprie a unei sfere electrizate ) )
2 2
W = w,dv= —dv__[ —47zr2dr+j —47zr2dr_j qr3 dardr +I q2 A dr
R 47a 2¢& a\ 4nr 2¢&,
4 2
sg'ridr qdzzqa6+qa 49 (5+1/e)=W
0 87ea® Y2 8me,r’ 407z’ 8me, |407c,a

Energia electrica a unei distributii arbitrare de sarcina in regim static
W, =[ wdv= :—EL(D-VV)dV:

R3 e

_ = __- _ ﬂ _ _ = 0.V,
j [V(VD) -VVD]dv j (\/D)dA+'[ - dv = Ls -GV =W, W, kz; -

Calculati energia magnetica a unui conductor cilindric parcurs de curent
Calculati energia magnetica a unei distributii de curent
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InaN Aplicatii si intrebari

Energia unei armaturi magnetizate uniform

Wy [ By L[ @y, ta g, [, 0
Q

m QT - 2 m um

2lop | 2Al

Calculati energia unei sarcini in camp electric

Energia unei perechi punctiforme :W, = % (qV,+0q\V,) = % (qV,;+0qV,,+q,V,, +q,V,,)

Energia propriefecarui corp: W, = qlTV“,Wel = qZTVZZ

Energia de interactiune (a sarcinii in camp):W,,, = (GVs, ;qzvﬂ) = EIZZR =W, =qV [ qf; E-dr
Aflati expresia densitatii de energie electrica/magnetica in medii neliniare.

Calculati energia unui mic corp polarizat/magnetizat permanent in camp
electric/magnetic
W,=—p-E| [W,=-m-B]

m

Aflati forma teoremei energiei Pent_ru medil In miscare. Ce efecte
mecanice ale campului rezulta din aceasta forma?
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3.3. Prima teorema a fortelor

LIVIN generalizate

Lucrul virtual = Forta generalizata ori variatia coord.: d|_k — Xk ka
In particular:

dL=F-dr , dL=C-de¢ , dL=T-ndS , dL=p-dV

Din primul principiu: In conditii de izolare electrica/magnetica ( ¢=Ct.y=ct)
lucrul mecanic se efectueaza pe baza scaderii energiei campului el-mg:

oW,
dL = Z Xy dxe = =W, | _—Z Fo
Kerdct k
- oW
jxk:_éem — Xkelz—awe : kag:_awm
Xy ¥ —const., ®=const 5Xk g=const. 8Xk d=const.

Enunt: Campul electric/magnetic actioneaza asupra corpurilor cu forte
generalizate egale cu minus derivata partiala a energiei electrice/magnetice
fata de coordonatele generalizate asociate, derivate calculate considerand
fluxurile electrie (sarcinile) /magnetice constante.

« Semnificatie fizica: teorema descrie efectul mecanic al campului el-mg.
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Aplicatil

Forta Coulomb intre doua sarcini punctiforme in vid:

0,9
b _F = F=gE

_ OW| 0OV + Q)2 NV, O O
oR oR ' R 'R

q

Are, Rj N

Wre,R

Forta Laplace, pe care o exercita campul magnetic asupra curentului:

f:JszbF:jde:j (JxB)dv
Q Q
In cazul a doua condctoare paralele, forta Ampere:

_ F =i Bdr =i [ Hdr = piHl = il [(271) = g% (271) 1 2107171 1 = F,

Forta Lorenz

JV=pv:>f:pva:>Fz_[gdv:_[g(pva)dv::qva:F

Forta unui electromagnet _ oW, _ eou, Bl 9
] ] al p=ct 2 6' p=ct 21u0| 2:UOA
Cuplul asupra corpurilor polarizate/magnetizate
oW o(p-E) : .
C=—= =— = pEsinag =|C=pxE} |C=mxB
oa oo

g=ct g=ct
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Masurarea marimilor primitive

* Curentul electric se masoara cu balanta de curenti alcatuita din doua
conductoare rectilinii si paralele parcurse de curentul de masurat, intre care

se exercita forta lineica F =12 1(214,d) = 2.107 12N /m

e Sarcina electrica se masoara prin procedeeul de neutralizare, numarand de
cate ori se cuprinde in ea etalonul de sarcina, definit ca sarcina transportata
de un curent unitar intr-un timp unitar.

- Intensitatea campului el. in vid: forta asupra sarcinii de proba  F =95

* Inductia mag. in vid: forta asupra sarcinii de proba in miscare F=qvxB;
« Momentul electric : cuplul in camp el. C=pxE;
« Momentul magnetic: cuplul in camp mg. C =mxB.

Note: E si B in corpuri sunt egale cu E si B din vidul unor fante alungite/plate

Procedeele de masurare ale acestor marimi se bazeaza exclusiv pe actiunile
ponderomotoare ale campului eletro-magnetic. Celelelte marimi sunt:
di dq dm dp
J=n—; p=—; M=—; P=—; D=¢g,E+P; H=B/y,—M;
dv dv dv

u:jCEdrszF/qdrzL/q; u, =jCHdr; w:jSDdA; q):LBdA,

Cu observatia ca tensiunile si fluxurile in corpuri sunt egale cu_cele din vidul
unor fante practicate in jurul curbeleaor si fuprafetelor de definitie (conform
formeleor pe suprafete de discontinuitate ale legilot generale).
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3.4.Condensatoare capacitati

Condensatorul: dispozitiv alcatuit din doua armaturi consuctoare separate de
un dielectric izolant. Atunci cand este incarcat cele doua armaturi au sarcinile
gl=+Q si q2=-Q, iar in dielectric liniile de camp pleaca perpendicular de pe
prima Si se opresc perpendicular pe cea negativa.

Caracterizare locala a campului electric al condensatorului: E(r),D(r) cu
D = &= in cazul condensatoarelor cu dielectrici liniari.
Caracterizare globala:
« Tensiunea intre armaturi: U =j E(Nndr=V,-V,=>U «<E
C12

« Sarcina armaturii :J' D(NdA = O o D
_ Q=] D(NdA=Q
Enuntul teoremei condensatorului liniar: sarcina Q cu care este incarcat un

condensator cu dielectric liniar este proportionala cu tensiunea U intre
armaturile sale:

DecE=QuxU<{Q=CU+=C=_, §=Ct [F]

Prin definitie, capacitatea C a unui condensator este raportul dintre sarcina Q si
tensiuea U. Capacitatea condensatoarelor liniare nu depinde de starea de lor
de incarcare (Q_sau U). Capacitatea C>0 este un parametru al _
condensatorului, care descrie capacitatea sa de a se incarca cu sarcina.
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A S numerica

Condensatorul plan
LiviN i

Condensatorul plan: dispozitiv cu armaturile plane si paralele, suficient de
apropiate, pentru a avea un camp uniform in dielectric.

Date: Aria armaturii A, distanta dintre
armaturi d, permitivitatea dielectricului €

Legea fluxului pe frontiera Z a primei armaturi: 0

Op, =Q, w5 =0p, —=DA=Q=D=Q/A=E=D/eg=—"<

EA
W, ={ DdA = [DdA +[DdA +..[ DdA =[ DdA= D[ dA= DA
Tensiunea electrica: '
U=[ E)dr=gf dred=0—c-R_#Q_J_&A

C12 C12 EA U dQ d

formula de calcul a capacitatii condensatorului plan
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Energia si forta

Energia electrica a cumulata de un condensator plan:

2 2
W, = [ wav = —dV DT Q0
2& Ag
In general: -
Q° QU cCU
W, == =< =
2C 2 2
Forta:
K —_W. o[Q° /(2C)]
Kk — = =
an q=ct ad g=ct
- __QPa/cl_ Q* oc_U*ac _olcut/2
2 od 2C*od 2 od od

Q2
" 2Cc
26A
| [,
u=ct od u=ct 6Xk u=ct

A douateorema a fortelor generalizate - enunt: Forta generalizata cu care
campul electric actioneaza asupra corpurilor este egala cu derivata partiala a
energiei electrice fata de coordonata generalizata asociata, pentru tensiuni

constante.
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Generalizare
LvinN

Se considera unul sau mai multe armaturi conductoare
scufundate intr-un dielectric

Global, acest sistem este caracterizat de vectoriii:
sarcini: g=[ql,q2,...,qn]"

potentiale: v=[v1,v2,...,vn]"

Teorema lui Maxwell pentru capacitati: In cazul
dielectricilor liniari, sarcinile sunt combinatii liniare als

potentialelor armaturilor: Matricea capacitatilor
G Ci G v Gy |V Gy =Cpp-Vy +Cpp - Vo +0 4Gy -V,
q C,, C, .. C |V d,=¢, V,+C, -V, +...+C, -V
g=Cve 2| _| V21 ‘22 an || Y2 | g )2 T T e T 1n " Vn
qn_ Cnl Chz -+ Gy, Vn kqn =CpVp +Cp -V +..4C -V,
Demo: potentialul din dielectric Y (F) = Zg(r)v este superpozitia potentialelor

produse pe rand de flecare armatura v1, v2 ..vn. Sarcina conductorului k este

0 = ZandS:—Lkg—ols— ZL vdS ch” cu ¢y =—| ¢ gdS
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Condensatoare In

' regim variabil

Teorema conservarii sarcinii aplicata pe frontiera primei armaturi: | _j = _d_q
Combinata cu teoarema condensatorului liniar: 9= Cu dt

Rezulta ecuatia in regim dinamic a unui condensator (relatia intre curent si
tensiune): du

=Cq @ DO G O

py

Daca dielectricul condensatorului nu este un izolant |mperfect atunci acesta
este strabatut de un curent de conductlecgroportlona cu tensiunea dintre
armaturi (constanta de proportionalitate G se numeste conductanta de
pierderi). Acest curent se adauga la cel capacitativ (de deplasare) rezultand:

i:CQE+Gu
dt

In cazul unui condensator liniar (multipolar) cu mai multe armaturi vectorul
curentilor din conductoarele care alimenteaza armaturile are expresia:

_Cdv '—Cdv G
| H care in cazul dielectricului cu pierderi devine = EJF v
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Aplicatii

» Calculati capacitatea unui condensator cilindric (cablu coaxial)

=y, > {D-dA=[DdA=D2arl=q= D= S E=_"1_=
: S J 2l 2rer |

b dr b 2 7tel
g __ INn—=|C=——
2nel’a r 276l a In(b/a)
Ce reprezintata cel patru marimi care intervin in aceasta formula ?

» Calculati capacitatea unui cablur\pifilar (si folrta intreFEire la terllqsiunea U) .
_ q _ 9 0 Ro q 2
Vi = _f Edr IR dr = In—=V = (ql In— R 2+q,In J In—==

u:_[:Edr:

27erl 2rel R 27l R,) 2nl R,
U=V1—V2:L(mg_'ngj:ilngjcz 7l
2rel \ . a d) nd a In(d / a)

» Calculati matricea capacitatilor pentru doua sfere conductoare de raza mica
« Calculati capacitatile a trei sfere plasate la egala distanta in V|d

* Potentialul unui sitem de conductoare in vid satisface ecuati ;
p=nDeg Ny 9 gy _y_[dA_\_ (VA
dn Are,R Are,R > 47g,R > dn 47R
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3.5. Rezistoare, rezistente

Rezistorul: dispozitiv alcatuit dintr-un conductor in care curentul poate intra si
lesi prin doua parti dls#un_cte ale suprafetei lui numite borne, care sunt foarte
bune conductoare astfel in cat fiecare este echipotentiala, cu V=V1, V=V2.

Campul stationar din rezistor este caracterizat local de: E(r),J(r) cu
J = oE in cazul conductorilor liniari.
Caracterizare globala:

 Tensiunea intre borne: U :j E(r)dr :Vl —V2 U < E

» Curentul rezistorului (conform teoremei conservarii curentului nu pedinde de
pozitia suprafetei transversale 2

: 1= INdA= 1 o]

Enuntul teoremei rezistorului liniar: tensiunea U intre bornele unui rezistor este
proportionala cu curentul | ce-I strabate:

U=RIl=R=,, UT:ct [Q]< 1 =GU=G=,, Ulzézct [S]

Prin definitie, rezisenta R a unui rezistor este raportul dintre tensiuea U
curentul I, Inversa G a rezistentei este ca si R independenta de starea
electrica (I sau U). Rezistenta R>0 este un parametru al rezistorului, care
descrie rezistenta intampinata de curent la trecerea prin dispozitiv.
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Rezistorul filiform liniar

Este un rezistor a carui lungime este mult mai mare 1
decat diametrul sectiunii ransversale El este descris
de C12 - curba sa mediana, si de felul in care variaza
aria sectiunii sale transversale A és ) de-a lungul curbei. dr
Presupunem cunoscut si modul de variatie
rezistivitatii p(s).

La un rezistor filiform elementul de linie dr este paralel cu 2
elementul dA al sectiunii transversale, iar liniille de
curent sunt orientate in directia lor comuna.

Tensiunea electrica de-a lungul firului este:
J

- U=[Edr=[ pidr=[ pidr= Alaci[ Ldr=ri

C12 C12 C12 C12 A

um:e—deA deA deA A=I=1/A si R:jcﬁ

este formula de calcul a rezistentei firului B ol
Daca firul este omogen p(s).=ct si cu uniform A=ct, atunci — K

Puterea disipata
P= jJEdv jJEAdr _IjEdr Ul =/P=RIZ>0
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Rezistorul filiform

[ 70 neliniar

Conductorul are acum relatia constitutiva ~ J — O'(E + E-) — E = ,OJ —E.
I |

lar tensiunea electrica de-a lungul firului este:

U=[Edr=[ pidr-[ Edr=l| Zdr—[ Edr==RI-e

C12 C12 C12 A ClZ
unde odr
R=| —

C, A

este rezistentei firului, iar
N U=RI -e

e=\| E.dr

|
C12

este t.e.m. a campului imprimat
Puterea disipata

P:jJEdv =jJEAdr :ijEdr =ui = (Rl —e)i =[P =Ri? —el
Q Cio Cio

contine un termen strict pozitiv (incalzirea ireversibila) si altul care descrie
puterea reversibil corpului (de ex. Energia de incarcare a unui acumulator)
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Generalizare
LvinN

Se considera unul sau mai multe armaturi
supraconductoare (sau cel putin foarte bune
conductoarea) scufundate intr-un conductor
Global, acest sistem este caracterizat de vectoriii:
curenti: i=[il,i2,...,in]"

potentiale: v=[v1,v2,...,vn]"

In cazul liniar, curentii sunt combinatii liniare ale

potentialelor armaturilor: Matricea conductantelor
L 91 Y12 - O | V2 G =011 Vi T 0 Vo +..+ 0y, -V,
_ i J,, 0,, .. G, ||V d,=0,,-V,+0,, 'V, +...+ 0, -V
|:GV<:> 2 _ 21 22 2n 2 <:>% 2 11 "1 12 %2 1n n
_in_ _gnl gn2 gnn_ Vn q gnl V +gn2 V +.. +gnn
Demo: potentialul din dielectric  V(r) = Zg(r)v este superpozitia potentlalelor

produse pe rand de fiecare armatura v1 v2,...vn. Curentul conductorului k este

=, 3,08 =- Zka—dS——ZL G—V ds ngjv,, 96 = a—gdS =B=c_,
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» Calculati conductanta de pierderi a unui condensator cilindric (cablu coaxial)
27101

> In(b/a)

Ce reprezintata cel patru marimi care intervin in aceasta formula ?
« Calculati conductanta de pierderi unui cablu bifilar

7701
G =
In(d /a)
Ce reprezintata cel patru marimi care intervin in aceasta formula ?

Ce valoare are rezistenta dintre fire?

» Calculati matricea conductantelor pentru doua sfere supraconductoare de
raza mica scufundate intr-un mediu conductor. Cum se calculeaza matricea
rezistentelor?

« Calculati matricea conductantelor a trei sfere plasate la egala distanta intr-un
mediu conductor.

 Cum se generealizeaza relatia intre curenti si tensiuni in cazul unui rezistor
multipolar alcatuit dintr-un mediu conductor cu caracteristica de conductie
afina (cu camp electric imprimat).

G=C
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3.6.Bobine, inductivitati

Bobina: dispozitiv alcatuit dintr-un conductor infasurat in aer sau in jurul unui
miez magnetizabil. Atunci cand este parcursa de curent bobina produce un
camp magnetic care are liniile de camp curbe inchise ce inlantuie spirele.

Local campul magnetic este descris de campurile

vectoriale H si B. In medii liniare si izotrope acestea m
sunt proportionale si coliniare: B = uH
Caracterizare globala:

* Fluxul unei spire: D = SdeA

« Fluxul total ¥~ s=|Jsi BdA:kzllq)k —p B

. Tensiunea magneto motoare in regim stationar r
U :§err:nI —>iocH

Enuntul teoremei bobinel liniare: fluxul magnetic produs de o bobina cu miez
magnetic liniar este proportional cu curentul I ce strabate bobina:

i o= LibbL= 2
poci=lp=LiE L=y i[H]

Prin definitie, inductivitatea L a unei bobine este raportul dintre fluxul sau total
si curntul ce I-a produs. Inductivitatea L>0 este un parametru al bobinel, care
descrie capacitatea sa de a produce flux magnetic.
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Lvind

Inductivitatea solenoidului

Solenoid: bobina cu spirele identice, infasurate pe un cilindru de lungime mult
mai mare dacat diametrul lui, astfel incat campul magnetic este practic

uniform
Date: n — numarul de spire, A — aria sectiunii miezului —
| — lungimea solenoidului, y — permeabiltatea miezului ° 1| T
Teorema lui Ampere pe curba
I Y
- = | Hdr = [ Hdr+...+ | Hdr = Hdr_HI—nI:>H—T
FquuI total: , )
s n“ulA n .
?= | s BdA=Z€0k=nBA=n,uHA= A2 L= IyA ~—_ -
Uk k=1
Energia campului magnetic - ,
H* |I“A LI | LI? ?
W, = [ w,dV = j—dv Vol Vo LI L N VYR I
2 2| 2 2 2 2L
Forta asupra bobinei: ) )
ax ol ., 2 24m* A Xy = p =S
A doua teoféma a fortelor'generalizate: X i Xk
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Generalizare. Inductante
proprii si mutuale

Se considera un sistem format din n bobine
Global, acest sistem este caracterizat de vectoriii:
fluxurilor totale: ¢ = [gol,goz, ]T

curentilor: '—['1"2’ Y ]T
Teorema lui Maxwell pentru inductivitati: In cazul
mediilor liniare, fluxurile sunt combinati liniare ale
curentilor din bobine

Matricea inductantelor proprii si mutuale

p=L <

@
@,

| Pn

L,
L21

Lnl

L,
I—22

Ln2

L

nn_j_

<= 3

— Lil'i1+L12'i2+"'+L1n'in
:Lll'i1+L12'i2+"'+L1n°in

@, = L,-,+L,-L,+...+L,

Demo: inductia ma_lgnetica B(r):Zgj(r)ij_ este superpozitia inductiilor produse

pe rand de fiecare bobina. Fluxul bobinei k este

p=[BAA=Y | gjijdA=3 Lji; cu Ly =] g,dA
n K 1 k
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Bobine in regim

variabil
Legeain uctlel electromagnetice aplicata de-a lungul conductorului bobinei
uF:—— jEdr— Edr+jEdr—j pJddr — _[Edr—rl—
C12fir C21ext Cil2fir C12ext
comblnata cu teoarema bobinei liniaer: @ = LI ”
conduce la ecuatiain regim dinamic a unei bobine, f_P
care exprima relatia dintre tensiune si curent: i J
di B
U=L—+RI
dt

Tensiunea este suma unul termen inductiv (t.e.m. autoindusa) cu unul rezistiv.

In cazul unui sistem de bobine cuplate mutual, vectorul tensiunilor la bornele
bobinelor are expresia (ten3|unlle contln In plus t. e.m. induse prln cuplayj):

di u =Ly t+L12_+ +L1n 11
u=L—+RIi
R=diag(R.-R,) |y :L1%+L2%+..+L i
n n dt n dt dt
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fumerica

Aplicatii

» Calculati energia magnetica a unui cablu coaxial parcurs de curentul | si
extrageti nductivitatea proprie a acestui cablu

242
W = Wmdvzj ﬁdv:"‘bﬂoH 2 2rldr = U, (Ir /2787)
JQ Q 2 0 2 )

m 0

2 3 2

ol .[ r ilr+ > dr _ ol |(1+In9j:>L:’u—°|(1+lnE)
47 (0 a a y A \ 4 a 27\ 4 a
Ce reprezintata cel patru marimi care intervin in aceasta formula ?

Cum depinde inductivitatea “interna” de raza firului interior?

2
27zr|dr+j“20' Idr =
a 4nar

« Calculati inductivitatea proprie a unui cablu bifilar si apoi energia magnetica

si forta dintre fire.

) I I d udl pd-a(1 1
H= — —@=|BdA= || Hds=-2 . |ds=
et ol VI N W (e
2 2
Al d=a_) 0 A8y 0 g oWl Ll
T a | T a 2 od 27d

. . . . . . . | =ct.
» Calculati inductantele proprii si mutuale a doi solenoizi co_aX|atI| care au raze

si numere de spire diferite, dar lungime egala cu cea a miezului comun.

Ly =0’ 11 L, =y (/’lﬂrlz + o7 (1, — rl)z)/l; L, = Ly =y, /1
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Recapitularea dispozitiveleor
electro magnetlce

Dispozitivul Condensator Rezistor Bobina
Parametrul Capacitate [F|C = 4q Rezistenta [Q] R = E Inductivitate [H]
u | =L
i
Relatie de calcul pt C= &A R — ol L A
camp uniform d A T
. 2 2 2 B .
Energie/putere W, = Cu” qu g P_RiZ=yi=" W = Li® _9_ "
2 2 2C R " 2 2 2L
Relatie curent- du di _ -
tensiune I=C—+Gu u=L—+Ri-e u=Lﬂ+Ri
dt dt dt
Dispozitivul _ dv _ . di :
multipolar q=Cv:>|:CE+Gv u=RI go:L|:>u:La+R|
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Energii si forte - recapitulare

Energia
W, I wdv,w, = —— W_ I w dv,w =——
2 2

Prima teorema a fortelor X 9w, _ oW,
generalizate k % X, =

K g=ct axk @=ct
A doua teorema a fortelor oW oW
generalizate K =—= Ry = 8

aXk u=ct axk i=ct

Corpuri cu Coulomb Lorentz F =qvxB;
sarcini/curenti F— qE Laplace f=JxB
Corpuri :
polarizate/magnetizate C=pxE, p= IQPdV C=mxB; m= J-QMdV
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Py nomerics 3.7. Linll de transmisie, cu

parametri distribuiti

Dispozitivele anterioare se numesc elemente cu parametri concentrati,
deoarece efectele capacitive, inductive si rezistive sunt separate. La
frecvente inalte, efectele electrice si cele magnetice se “amesteca’, iar
sistemele au parametri distribuiti. Un exemplu tipic este linia de transmisie:

. 1(X) ~ s 2 (X +AX) |
I1 > _;_’$ = >
lul u(x)t “P(x+Ax) luz
"""" = X .
_ - “AC | €c. telegrafistilor
i, =— dgfz = i(X+AX) —i(X) +UAG = —AC ‘;‘: &0, (Thomson)
u. :—dffsr = U(X+AX) —u(X) +iAR = —AL g: S N
Parametrii
| A A R
r—OI—:C, d—u+G,u; C, =Ilim AC. G, = lim AG ineici
) d&( dé_ AX—0 AAXL AXx—0 AAXR (devin matrice la
_Uu L +Ri: L — lim 2= R — lim liniile multifilare)
\ dx Cﬂ: AX—0 AX AX—0 AX

D. loan - Bazele ELTH http://en.wikipedia.org/wiki/Transmission line  © 2012 Daniel IOAN



http://en.wikipedia.org/wiki/Transmission_line
http://en.wikipedia.org/wiki/Transmission_line

3.8. Circuite electrice filiforme In
regim stationar

Circuit electric: o multime de elemente filiforme dipolare (cu doua borne-
terminale) conectate intre ele pe la terminale.

Graful unui circuit: o multime de puncte numite noduri (care reprezinta _
teminalele elementelor) unite prin arce de curba numite laturi (care reprezinta
elmentele dipolare). Pentru o descriere completa, laturile sunt orientate.

Graful descrie topologia circuitului. El poate fi obtinut prin retinerea curbelor
mediane ale elementelor, dar ele nu este o figura geometrica ci una
topologica.

In teoria circuitelor, spatiul fizic are doar o structura topologica si hu una .
metrica, asa cum se intampla in teoria campulu. Aici distantele si unghiurile
nu au relevananta, fiind important doar modul de conexiune. Doua grafuri
sunt echivalente daca descriu aceiasi conexiune.

Conventii tipografice: (2) 4

- Laturile sunt indexate iar numarul este L: 1 =1,2,3,...,L (3)
- Nodurile sunt indexate iar numarul lor este N: (n)=1,2,3,...,N 1

- Buclele (multime de laturi care alcatuiesc o curba inchisa) 3

sunt orientate si indexate: [b]=1,2,3,...,B
Alcatuirea unui graf este dat de relatiile de incidenta laturi-noduri: (1)

le(n) deex:1€(1),1€(2),2€(1),2€(3),3(1), 3€(3),4<(3),4<(2)
sau laturi-bucle: | ¢ [b] Cale in graf: laturi ce alcatuiesc o curba deschisa.
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Fundamentarea teoriel circuitelor

L IVIN filiforme

Marimile primitive: .. - L

» Curentii din laturi, componente ale vectorului: I =[1,1,0 ] eR

* Tensiunile laturilor, componente ale vectorului: U= [ul,uz,...,uL]T eR"
Relatiile fundamentale ale teoriei (legile/axiomele):

 Primarelatie (teorema) a lui Kirchhoff: Ai Yy
Suma algebrica a curentilor care concura la un nod este nula: 2 : k —
Regula de semn: + pentru curentii care ies si in caz contrar. |ke(n)

Afirmatia este o consecinta a teoremei conservarii sarcinii, aplicata nodurilor:

iE:—quZ:O<:>§JdA:Z_[JdA:ZAik:O :
dt 3 () Sk ()

« Adoua relatie_ﬂteorema) a lui Kirchhoff: Suma algebrica a

tensiunilor laturilor unei bucle este nula: " ,

Regula de semn: + pentru tensiunile orientate ~ ----- g

Z Auk — ()| insensul buclei, - in caz contrar.

Kelb] Afirmatia este o consecinta a legii inductiei el-mg:

dos.
U, =— dts :O:iEdr: Z_[Edr: > Au, =0

ke[bICK ke[b]
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Teorlia circuiltelor filiforme — cont.

* Reatiile constitutive ale teoriei —teorema Joubert: U —+R1 te
Tensiunea unei laturi depinde de curentul din latura astfel: |~k — —" *k 'k — “k

Semnele se aleg in functie de orientarea sensurilor de referinta pentru tensiune,
curent si t.e.m. Daca toate sunt orientate la fel, atunci uk — Rklk _ek

« Teorema puterii transferate -
Laturile transfera pe la bornele lor puterea Pk — Ukl

Aceasta relatie este o consecinta a legii transferului de putere si a fost
demonstrata la studiul elementelor dipolare .

Sensul transferului se stabileste cu regulile: i |
* Regula de la receptoare (u si i au sensuri similare) J 5 LU
puterea P=ui este conventional consumata P

* Regula de la generatoare (u si | au sensuri opuse) RegulaRECc  Regula GEN
puterea P=ui este conventional generata

Nota: cele patru axiome ale teoriei circuitelor sunt de fapt tecareme in teoria
campului. Teoria circuitelor (eventunefiliforme si in regim dinamic) este deci
0 sub-teorie a electromagnetismului, valabila in ipotezele:

1. Nodurile nu acumuleaza sarcina electrica;
2. Buclele au flux magnetic nul;
3. Fiecare borna este echipotentiala.
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Lm 3.9. Circuite magnetice

Circuit magnetic: un sistem de armaturi magnetice si bobine montate pe ele,
care dirijeaza campul magnetic astfel incal acesta nu disperseaza in aer ci
strabate doar intrefierurile existente.

Graful unui circuit magnetlc este alcatuit din linile mediane ale tronsoanelor
componente; IPELEENE STNY

/ II/ \\IZ‘ I ’ l\\ - ‘ I
A € 1 [~ @3
e Q\ ¢ R m3

' ~n1“¢¢ Tw ¢n2i2

Starea magnetica a unui tronson este descrisa de marimile gllobale:
Fluxul magnetic fascicular: go—_[BdA definita pe o sectiune transversala S

TeBséune_a magnetica: U, = fHdr definita pe o curba longitudinala exterioara
obinei

Ecuatiile fundamentale ale circuitelor magnetice in reginm stationar sunt:
« Relatia lui Kirchhoff pentru fluxuri magnetice: A
2. o

11

— — A . A .
Demonstratie: LFM ~ #* _LBdA_ )3 SdeA_Z ¢ =0

ke(n) ke(n)
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InaN Circuite magnetice (cont)

 Relatia lui Kirchhoff pentru tensiuni magnetice: A _O
 Demonstratie: Teorema lui Ampere: Z U =

ke[b]
:der — z AT Hdr :Z Aumk =i, =0 deoarece prin Sr nu trece curent.
r Ck r
ke[b] ke[b]
 Relatia lui Ohm pentru circuite magnetice liniare : Um = ngﬁ

Demonstratie: Forma globala a legii legaturii B-H pe tronsont
B o | | reluctanta tronsonului
u, =| Hdr=—| dr="*=R_¢ ;R =— cilindric cu camp uniform

S Je, 1 7Cx LA

- Relatia lui Joubert pentru circuite magnetice: u =+R @t G
- . _ m m

Demonstratie: Teorema lui Ampere:

T
« Energiaacumulata de un tronson:

W, = [ w,av = j—dv_—jdv_BHzA'=¢k;mk Wm=(p;m

K solenatia bobinei [Asp]
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52 IS Aplicatie. Inductanta bobinei cu miez
LIVIN de fier. Forta electromagnetului

Se considera o bobina cu n spire montata pe un miez feromagnetic foarte
permeabil, care are aria sectiunii A si intrefierul 0.

» 1
. le (Fﬂal (p3 Rm3
m2
i —> t | &)(pz
* ni
ni RR 30 I
», = ;Rme:R2+ = :R5+R5/2: ;Rpe:——)O:>
R.. 2 R+ R, 2 1, A oA
n | = n Inductanta bobinei este patratul numarullui de spire
| = ?02 " R supra reluctanta magnetica echivalenta a miezului
| me
Energia permite calculul fortei portante a electromagnetului:
oW R . @? o;
W, =R, 0 +R,0s +R ,@}) /2> F=—""m =) —MkIk __ K _F
m ( mlgol m2¢2 m1(03) 5 5 et a 5 2 2,Llﬂ A
O =0; =0, 12
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‘ Aplicatie numerica.
LViN P

Se considera o bobina parcursa de curentul i=1mA, cu n=100 spire montata pe
un miez feromagnetic foarte permeabil, care are aria sectiunii A=1cm? si

intrefierul =0.5
¢ 1
. le (Iél (p3 Rm3
m2
i —> t | &)(pz
* ni
— R5 _ 5 _ 0.56_3 _ 188 :3.9896H_1;
A m-de—-7-1e-4 -8
R =3R./2=596e6H "¢, = — 1973 _16 780 _qwp
R  5.96e6
B=¢p,/A=0.167mT;L=n*/R_ =1le—2/3.98H = 2.512mH
2 2 2 2 2 2
Fe o o o0 _eU+12) 3, 30, ooy

T2 A 2uA 2u A 2u A 16e-11 16e—11
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Similitudinea intre circuitele

[MN electrice si cele magnetice

Teorii similare; doua teorii care au matematic aceleasj ecuatii fundamentale, dar
marimile care intervin au semnificatii fizice si simboluri diferite.

Teoria circuitelor magnetice este similara cu teoria circuitelor electrice.
Tabelul de similitidine intre cele doua teorii:

Circuite electrice Circuite magnetice

Curent electric |[A] Flux magnetic ¢DNb]

Tensiune electrica Tensiune magnetica
: ulV| u_[A]
m

Rezistenta ,O| Reluctanta |
electrica R= —[Q] magnetica Rm == = R‘ o ]

A LA < ”
T.e.m. T.m.m. — solenatia )

e[V ] 0 = ni[ Asp]
Putere electrica - Dublul energiei

P=ul magnetice ’ 2N, =pu,
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3.10.Ecuatiile luit Maxwell.

Lving Unicitatea solutiei (optional)

Enunt: Ecuatiile lui Maxwell (formele locale ale legilor) in medii liniare cu p, &, >0
Si surse permanente:

rOtE:—é—B , divD=p, , D:gE+Pp J=c(E+E))

rot H :Jﬁl%_ltj , divB=0 , B=uH + uoM,
au o solutie unica in domeniul D marginit de X pentru 0<t<T, daca sunt date:
* Sursele interne de camp (SC):  Pp(rt); Mp(rt), reD , te [0,T];
Ji(rt)=ocEi(rt), reD , te][0,T];
« Conditiile de frontiera pe = (CX): E(rt),r e Sg; H{(rt),r eS,=2- S, t € [0,T];
“* Conditiile initiale (CO): B(r,0); D(r,0), r eD, for t=0.
« Formulare corecta: existenta, unicitatea si stabilitatea solutiei.

Demonstratia unicitatii este bazata pe lema solutiei triviale:
Ecuatiile Maxwell cu SC, CZ, CO nule au doar solutia nula

[ oE-Eav +§IDZ (“HZ'H +‘9E2'Ejdv -| E-\dv -I.. (uoHo@atﬁjLE.%eJdv —§2(E\|—|).nds

2 10 2 2 _ 2 2 . t 2 _ _
Jo oE Vo (uH? + £E2)dv =0=0<[ (uH? +2E?)dv =2 [ oE’dV <0=H=0,E=0=
D=0,B=0,J=0,p=0 Pentru existenta se foloseste forma slaba a ecuatiilor.
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3.11. Problema fundamentala,

[Mm teorema superpozitiel (optional)

Problema fundamentala a analizei campului el-mg: sa se gaseasca: F = [E, D, B, H, J, p]
solutie a ecuatiilor lui Maxwell in domeniul D cu frontiera £= SE + SH, cunoscand
sursele de camp interne, externe si trecute descrise de conditiile: C = [CS, CZ, CO0].
Enunt: in medii liniare cu y, €, >0 operatorul cauzal care leaga sursele de camp de

solutia ecuatiilor este un operator liniar: n n
S(Zﬂ’kck) = Z/lkS(Ck) —
k=1 k=1

S: C 2 F este un operator bine definit
pentru orice problema de camp corect

formulata, care satisfacuta teorema de L L
C, >F =D A4C, > > AF,
k=1 k=1

unicitate a solutiei.

Doua solutii F1 and F2 ale aceleiasi _ _
probleme trebuie sa fie egale, deoarecea C= Cl + CZ _>SF _ Fl + FZI
F=F1-F2 satisface aceleiasi ecuatii dar cu AC > AF uma cauzelor

surse nule (C=0), deci conform lemei determina suma |
solutiei triviale F=0 = F1=F2, S(0)=0 efectelor, dar numai

- De notat ca in aceasta problema, J si p sunt solutii si nu surse! I medii liniare.

» Demo: operatorul este liniar deoarece ecuatiile sunt liiniare. Superpoztia se aplica doar
surselor de camp. NU este valabila superpozitia domeniilor, frontierelor sau materialelor.
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Aplicatii

Exmple de probleme bine formulate:

O cutie paralelipipedica cu peretii foarte buni conductori in interiorul
careia se afla un mediu liniar. Campul electric si cel magnetic sunt
Initala nule. Identificati sursele interne, conditiile de frontiera si cele
Initiale. Ce puteti spune despre campul electromagnetic din interior in
cotnd_ltulle |rt1 care mediul este conductor si in cenditiile in care mediul
este izolant.

Presupuneti ca in problema anterioara se afla in interiorul cutiei o spira
parcursade un curent cunoscut.

Cum se modifica conditiile de frontiera daca unul din pereti este un mediu
cu permeabilitate foarte mare

Formulati corect o problema de camp elctromagnetic pentru camerain
care va aflati.

Exemple de superpozitii:

Calculati prin superpozitie campul electric produs de o distributie
arbitrara de sarcini electrice.

Superpozitie gresita:

Camfou_l electric produs de doua corpuri electrizate si cu permeabilitati

diferite nu se obtine prin superpozitia campurilor produse de fiecare
corp in absemta celuilalt. Cum trebuie aplicata in mod corect
superpozitiain acest caz?
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I'RANT 3.12.Unitati de masura el-mg -SI
Marimea

Curentul | A Fundamentala
Densitatea de curent J A/m2 i =|JdA
Sarcina q C=As Iy, = —ag%
Densitatea de sarcinap C/m3 q= J~Q v
Tensiunea V V =W/A P =ui
Intensitatea cmp el E V/m u= ICEdr
Fluxul electric y C ¥s =0p,
Inductia electrica D C/m2 = LDdA
Tensiunea magnetica A T
Um mI” Sr
Intensitatea cmp mg H A/m Un = chdr
Fluxul magnetic ¢ Wb=Vs r dt
Inductia magnetica B T=Wb/m2 Q= _LBdA
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I'RANT Unitati de masura el-mg (cont.)
Marimea

Polarizatie P C/m2 D=¢g,E+P
Momentul electric p Cm p= .[dev
Magnetizatie M A/m B = u,(H+M)
Momentul magnetic m Am2 m =IQMdv
T.e.m. imprimata ei \% e =L E.dr
Camp imprimat Ei V/m J=0o(E+E)
Capacitatea C, perm.¢ F, F/m C=q/u=Ald
Rezistenta R Q=V/A R=u/li
Rezistivitate p Qm R=po/A
Conductanata G S=1/Q G=1/R
Conductivitate o S/m o=1/p
Inductivitatea L H=Wb/A L=p/I
Permeabilitatea p H/m | = ,unzA/|
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InaN Unitati de masura el-mg (cont.)

Definitiile unitatilor de masura din Sl date anterior se citesc astfel:

1A-Amperul este curentul care in balanta de curent (alcatuita din doua
conductorare filiforme, rectilinii situate in vid la distanta de un metru) produce
o forta de 2e-7N pe fiecare metru de conductor

1C-Coulombul este sarcina transportata de un curent de 1A timp de o secunda

1V-Voltul este tensiunea la bornele unui dispozitiv care consuma 1W atunci
cand este parcurs de un curent de 1A

1Wb-Weberul este fluxul ma%netic de pe o suprafata , care atunci cand scade
5]_{1/IVOI‘m catre zero in timp de 1s produce pe frontiera suprafetei o t.e.m. de

1T-Tesla este inductia unui camp magentic uniform care are pe o suprfata
transversala cu aria de 1m2 un flux magnetic de 1Wb

1F-Faradul este capcitatea unui condensator liniar care este incarcat cu 1C,
atunci cand are tensiunea intre armaturi de 1V

1Q-Ohmul este rezistenta unui conductor liniar, care este strabatut de 1A
atunci cand are tensiunea la borne de 1V

1S-Siemensul este unui conductor liniar, care este strabatut de 1A atunci cand
are tensiunea la borne de 1V

1H-Henryul este inductivitatea unei bobine care produce fluxul de 1Wb atunci
cand este strabatuta de curentul de 1A
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.“::m'":: laboratorul de

modelare
numerica

Constantele universale ale el-mg

Vlteza luminii in vid: 'C, = =299,792,458m/s . valoare exacta din 1983, cand metrul
[m], unitatea de Iunglme din Sl este definit ca spatiul parcurs de o unda luminoasa in vid in
timp de 1/c secunde.

2. Permeabilitatea vidului éu 47{10 H /m Valoare exacta, din 1948, cand a
fost adoptata definitia unitatii Bentru curent Amperul,
f lei f lui A ; _ 2
pe bazfa .ormu el. ortef ui Ampere F = /Uol |/(27Zd)
3. Permiivitateavidulul o =1 f(cg 14) = 8.854187817620...x10™* F/m
valoare exacta, deoarece viteza lumunii in vid este C, = 1/ / Eo M
_ 4, Constanta lui Faraday: F = 96,485.3365 C/mol
este corelata cu alte doua constante universale: F =e N, , unde e este
5. Sarcina elementara (a electronului) e = 1.6021766x101° C;
6. N, = 6.022141x1023 mol~1 Numarul lui Avogadro, care reprezinta numarul de particule
dintr-un mol de substanta.
7. Constanta lui Plank h = 6.62606957(29)x10734 Js este constanta de proportonalitate

dintre energia unui foton (cuanta de unda electromagnetica) si frecventa sa: E=hv

Importanta constantei lui Plank este evidentiata si in:
http://en.wikipedia.org/wiki/Watt balance

Istoria Sl si lupta pentru acuratetea masurarii ilustreaza o fascinata realizare a speciei omenesti.
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InaN 3.13. Regimurile campului el-mg

Regim al campului el-mg: stare particulara a campului. In care anumite fenomene ele-mg
dispar sau sunt neglijabele. Ecuatiile fundamentale ale fiecarui regim se obtin din legile
campului in ipotezeel simplificatoare specifice regimului. Problemele regimurilor
particulare sunt mult mai simple decat cele din cazul general. Cele mai importante
regimuti intalnite in practica sunt:

1. Regimul electrostatic — campul electric in corpuri imobile, regim stationar si fara
transformari de energie

2. Regimul magnetostatic — campul magnetic in corpuri imobile, regim stationar si
fara transformari de energie

3. Regimul electrocinetic stationar - distributia curentului electric stationar in
corpuri imobile

4, Regimul magneto-stationar - campul magnetic stationar in corpuri imobile
Regimul magneto-qvasistationar - campul magnetic lent variabil in corpuri
imobile

6. Regimul electro-cvasistationar - campul electric lent variabil in corpuri imobile

7. Regimul general variabil in medii imobile —campul elctromagetic in medii imobile
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' e e s Sinteza: relatil cauzale — fenomene

[MN el-mg fundamentale

1.V-D=p
2.V-B=0

Ecuatiile lui Maxwell A

0B — E;

3. VxE=—-——
ot

4.V><H:J+%3 4

5.D=¢E+P,
6.B=pH+ M,
1.J=0(E+E)

8.p=EJ
9.0 =kJ
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Diagrama regimurilor statice
LWM 9 9

Ipotezele regimului: — ElectroStatica
1 V.D= sunt eliminate: (ES)
' P -variatia in timp, E.
2.V-B=0 - miscarea
- transferul de energie
3. VxE=- 4 (curentul) - -
p

P
4.VXH=//—I—% P

~ 5.D=¢E+P,(E)

6.B=x (H+M,(H)) - .
%G(E+Ei(E)) M, ‘,
8.p :;/
B Magneto- Statica (MS)
t Diagrama se sparge in doua

parti disjuncte: ES si MS.
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. -.._':.' laboratorul de

SiHEE Ecuatiile fundamentale ale

LIVIN regimurilor statice

« Ecuatiile de ordinul intai ale Electrostaticii (ES)

divD= p;rotE =0 < E=—gradV;D=¢E+P_;(E+E;)| =0

« Ecuatiile de ordinul doi ale Electrostaticii (ES)
divD = p = div(¢E+P,) = p = —div(egradV) = p—divP, =|-div(egradV) = p,;
p=p tp,=p ——AVP ;e =ct = AV = p, /& (Poisson);
o, =0= AV =0 (Laplace); Cond.de frontiera:V/(P) - Dirichlet sau dV/dn - Neumann
_ » Ecuatiile de ordinul intai ale Magnetostaticii (MS)

divB=0;rotH=0< H=-gradV, ;B=uH+ 1,M
» Ecuatiile de ordinul doi ale Magnetostaticii(MS)
divB=0=div(zH + 1,M ) =0 =|-div(rgradV, ) = p,.i|on = —#,dIVM |
p=ct=AV, =p, I u(Poisson);M =0= AV, =0(Laplace)

 Modelul coulombian: corpurile polarizate sau magnetizate produc acelasi
camp ca o distributie fictiva de sarcini de polarizare/ magneitzare: p ;o
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Regimuri stationare

1.V-D=p
2.V-B=0

3. VxE:—@\
ot
4.VXH:J+®\
ot

5.D=¢E+P,
6.B=pH+ M,
1.J=0(E+E)

8.p=EJ
9.0 =kJ

10. V-J:—\§<
a

Ecuatiile lui Maxwell

Electrocinetica-EC

Regimul Magneto-stationar-MG

D. loan - Bazele ELTH

© 2012 Daniel IOAN




Ecuatiile fundamentale ale
regimurilor stationare

« Ecuatiile de ordinul intai ale Electrocineticii (EC)
divl=0;rotE=0«< E=—gradV;J=0c(E+E,)

» Ecuatiile de ordinul doi ale Electrocineticii (EC)

div) =0 = div(cE +oE,) =0 = —div(ogradV) = —div(oE,) =|-div(ogradV) = k;

k =—div(oE,);o =ct = AV =k /o (Poisson);E, =0 = AV =0 (Laplace)

* Ecuatiile de ordinul intai ale campului Magnetostationar (MG)
divB=0;rotH=J < B=rotA;B=uH+ M, < H=(B- M)/ i
 Ecuatiile de ordinul doi ale campului Magnetostationar (MG)
rotH = J = rot (VB — 1M ) =J;:>|Lot(vrotA) = +J£|Jm = rot(uM )
v =1/ p; yt =ct = rot(rotA) = J,;J, =J+J_ (EC. Poisson vectoriala);

J, =0=rot(rotA) =0= AA =0 (Ec. Laplace vectoriala)

« Modelul amperian: corpurile magnetizate produc acelasi camp ca o
distributie de curenti de magneitzare Jm fictivi.
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Regimul magneto-cvasistationar-

MQS

6.B=pH+ M,

7.0=0(E+E)

8.p=EJ
9.0 =kJ

00

Ecuatiile lui Maxwell

—
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P B Ecuatiile lui Maxwell
/ Ei
3. VxE :—%
ot

4.V><H:J+%3 4

5.D=¢ E+P, Po

6. B=pH+mh;,
1.J=0(E+E))

8.p=EJ
9.0 =kJ

D. loan - Bazele ELTH © 2012 Daniel IOAN
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§ 1 Ecuatiile fundamentale ale
LMIN  regimurilor cvasistationare

« Ecuatiile de ordinul intai ale reg. Magneto-cvasistationar (MQS)

divB=0< B =rotA, rotE:—@;rotH =J;B=uH;J=0E

« Ecuatiile de ordinul doi ale reﬁq@l\/la neto-cvasistationar (MQS)

rote = —%3 ; 11 =Ct =} rotrotE = —yo-%z = 7 = uol® —timp difuzie

/ 2 :
rotH = J; o = ct = rotrotH = orotE = —yaﬂ = 0 = |—— adancime de patrundere
de tip Helmhotz. ot HOow

» Ecuatiile de ordinul intal ale reg. Eelctro-cvasistationar (EQS)

divD = p; divJ :—%O;rotE=O<:>E:—gradV;ngE;J = ok

divd = — 22 — div(oE) = — 29O _ giv(oE) = - AIVEE)

« Ecuatiile g[e ordinul doi ale reg. Eelctro—cvasistgfionar (EQS)

—div(ogradV + ggrad %) = 0= Constantade timpdedifuzie:r=¢/o
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laboratorul de

% FEE Ecuatiile fundamentale ale

LIVIN regimului general variabil

 Ecuatiile de ordinul intai ale reg. general (FW="full wave”)
divD = p;divB =0 < B =rotA; rotE:—%B: rot(E+6a—'f‘) =0=

E+8—A=—gradv rotH = J+%)D &, B=uH;J =0E

ot

« Ecuatiile de ordinul doi ale reg. reg. general (FW="full wave”)

in medii omogeme (d’Alambert):

rote = B = rotrote = — yag
ot ot

2
rotH =J +%D rotrotH = orotE + ¢ orote = —,LIO'8—H—611 oH

ot ot?

In medii fara pierderi (in vid) — viteza undei electromagnetice:

2 2
aH:>AH+iaH—O —>V__ =C 1 A=cCcT

c® ot ™ Jau

rotrotH = —su
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2" laboratorul de

Recapitularea regimurilor

LIVIN campului

« Regimul general variabil- fenomenul principal: Pro agarea
campulul, descrisa de ecuatii cu derivate partiale de tip
niperbolic in care intervin cel trei constante de material €, p,
0. Unda electromagnetica are viteza finita nu mai mare
decat viteza luminii in vid.

- Regimurile cvasistationare — fenomenul principal: difuzia
campului electromagnetic, descris de ecuatii cu derivate
partiale de tip parabolic in care intervin doar doua constante

de material y, o (MQS) sau ¢, o (EQS). Alte efecte: curentii turbionari,
efectul pelicular, proximitate, reaxarea sarcinilor.

* Regimurile statice si stationare — fenomenul principal:
distributia campului electric, magnetic sau de conductie,
descrisa de ecuatii cu derivate partiale de tip eliptic, in care
Intervine doar cate o singura constanta de material, in
functie de regim: € (ES), J(MS si MG) sau o (EC).
Regimurile studiaza distributia campurilor perturbata de
proprietatile de material: polarizare, magnetizare, conductie.

D. loan - Bazele ELTH © 2012 Daniel IOAN




Similitudinea intre regimurile
LIViN statice si stationare

- Regimul electrostatic:  divD=p=div(¢E+P,) = p = —div(ggradV) = p,;

* Regimul magnetostatic: divB =0= div(zH + 4,M ) =0 = —div(zgradV, ) = p,;;
* Regimul electrocinetic: dvl=0= diV(O'E—l— GEi) =0= —div(ogradV) =Kk;

. : : 1

+ Regimul magneto-stationar: divB=0;rot(B/ u— M/ 1) =3 = rot(—=rotA)=J+J;
. . H

sunt similare. In consecinta:

c=3_-Y A —1/r =% _C
u u u

- m

‘G=1/R=—=C

5—)/1 u E—>O

Odata rezolvata o problema intr-un regim, solutia poate fi transpusa prin
similitudine si in celelalte regimuri.

In particular, in cazul campului uniform, sunt similare formulele:
C:g—A@Rm =L;Am :@@Rzﬂ';ezlmz A_o
d LA | A o

* Pentru problemele de camp rezolvate, descrieti similarele in alte regimuri.

D. loan - Bazele ELTH © 2012 Daniel IOAN




Y EEEELT,
") = "2" laboratorul de
sSyess 8 E’T‘l O - - —

Problema analizel campurilor

LvinN statice si stationare (opt.)

» Potentialul scalar satisface ecuatia Poisson generalizata

divD=p=div(eE+P,) = p = —div(egradV) = p;;

lar in particular, ecuatia Laplace. Forma “slaba” a acestor ecuatii se obtine
prin proiectia lor pe o functie arbitrara:

—div(egradV) = p, < —IQ udiv(egradV)dv = IQ up,dv
div(uegradV) = udiv(egradV) + egradugradV;
LegradugradVdv - Ldiv(uagradV)dv = jQ up,dv =

jgegradu : gradVdv:jQu,otv+ anu(dV /dn)dA; Yu

u=V = | s(gradv)dv=| Vpdv+| &v(dV/dn)dA=
ng(gradV)zdv:O <V=0ptp =0V[ =0dV/dn| _ =0

Rezulta unicitatea solutiei ecuatiilor Poisson Laplace liniare in conditiile de
frontiera: Dirichlet (V) sau Neumann (d/dn)
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ofewze laboratorul de

Aplicatii — Efectul pelicular
LIViN (optional)

 Conductor masiv in regim MQS (cu parametri distribuiti)

Se considera o placa de grosime 2a, lungime h si latime L cu o tensiune
electrica longitudinala U, care se anuleaza. Se va determina curentul

OE 6°E OE y /'
rotrotE = —uoc— ;E =KE(X,t) = = o — 2
H ot (x,1) PYE: H ot VAl e =0
Prin separarea variabilelor: £ // > |1 "z
E(X,t)=X(X)T({t)= XT = uoXT' = >>(( ZﬂGT? =ct=-1"=

X"=-21X = X(x)=cos Ax;cos A(+a) =0=> A =(2k +1)~/2a
(2K +Dmx 45
2a

poT'==2T =T (t) =Cexp(—uot/ A*) = E(x,t) = >_C, cos
k=0

t=0= E(x,0) = ch COS (Zk;rl)ﬂx =E, =U /h; Fourier =
k=0 a
2E ca 2E (-D)" a » 2acLE -~
. = OJ‘ CoS (2k+1)7zde: (D) ;i(t):ZGL_[ E(x,t)dx:%z ~e 7
a 2a 2k +D) 0 7° i (2k+1)
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3.14. Elementul de circuit multipolar

LIViN cu parametri distribuiti (optional)

Este definit ca un domeniu
simplu conex cu urmatoarele
conditi de frontiera;:

A: fara cuplaj magnetic;

B: conexiune electrica doar
prin terminale,

terminals

C: care sunt echipotentiale

. BMY o Mes
ot
B: nnVxH=0 , MeS,=
c: nxE(M,t)=0 , MeS, , k=12..,n
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laboratorul de

&Y TG Fundamentarea teoriei

LIViN circuitelor electrice (optional)

Pe frontiera:
oD :
- conservarea curentului§, (J +—j°nd5 ={, (rotH)-nds =IDZ [div(rotH)]-nds =0

ot
*t.e.m nula (A: ) frzEdr:jS (rot E)- nds =—|_ B nds=0
Marimile globale
caracteristice:
. . : oD
« Curenti in terminale: I, =4 §r H-drz—jS (rotH)-ndS =— . J+E -ndS
k k k

- Potentialele term.: Uy (t):def j‘c . E.dr = . E, -dr:vk(t)—vj(t)
C: e 4

[ Eudr=[  E;dr=v(M,t)-v(N,t)=0
Relatiile Kirchhoff : VNS MN=Sk
K1 (B:=) D _

O=LD£J+E) ndS = L (rotH)- nd8+2j (rotH)-ndS = O+Z i )= ZIbZO
K2 (A9) beXx
E-dr=0= Zub =0
I'cx bel”
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G T Expresia puterii transferate pe la

LIVIN borne de un element multipolar

J s EOr = B -dr=v(At)-v(B,t) independent of C,; cX=

@)V:Z >R, st.E, =—gradv rot (vH)=(gradv)xH +v(rot H)
P, = §Z (ExH)-(—n)dS = —fz [(—gradv)xH]-(—n)dS =

§z [rot(vH)]-ndS —:fz [v(rotH)]-ndS =

O+§Lk [v(rot H)]-nds :kzn_llv kjsk (rotH)-ndS =

n n k=n _
kajsk (rotH)-nds=>v,i, mm) (R = D Vi,
k k=1 k=1

=1

P are sensul conventional comun cu cel al curentilor!
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Relatia constitutiva a elmentelor
multipolare cu parametri distribuiti

Cazul excitatiilor in potentiale: j E,-dr=v(t) Dateptk=12, . ,n-1
- Excitatiii (semnale de intrare): “Cn<> Calculate din solutia de
- Raspunsuri (semnale de iesire): I, = L H-dr camppt. k=1,2,...,n
k

Se considera un domeniu D cu mediu liniar fara surse permanente ( D=<cE, B=uH,
Poblema fundamentala este corect formulata si este simplificata astfel: surse de
camp: v =[vl,v2,.,vn-1], raspunsuri i=][il,i2, ..., in-1].
Relatia intrare-iesire | =Y v este descrisa de admitanta Y, un operator liniar, bine
definit datorita unicitatii si superpozitiei. Aceasta afirmatie este o consecinta a lemei
- solutiei triviale pentru elementul multipolar de circuit electric: excitatiile nule produc

raspunsuri nule.v=0=>i=0:

[ oE%v f 200 (uH2 4 6E?)dv ={_(ExH)-(=n)ds —3v,i 0=
k=1

2 Ot 7Ds

0<[ (uH?+£E?)dv =—2[ [ oE’dV <0=H=0=i, =0

In cazul dual al excitatiilor in curent: v =Z i , Z este operatorul de impedanta.
Determinarea modului in care Y sau Z depind de datele geometrice si de material
necesita modelarea campului elctromagnetic (rezolvarea unei probleme de camp).
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5 3.15. Modelarea numerica a campului
A%/ electromagnetic (optional)

Anterior, problemele de camp au fost rezolvate cu metode analitice. Aceasta
abordare poate fi aplicata doar la rezolvarea problemelor cu geometrie simpla.
Problemele complicate intalnite in practica inginereasca pot fi rezolvate doar cu
ajutorul tehnicii de calcul prin metode numerice.

Studentilor le sunt utile urmatoarele cunostinte si deprinderi:

- Sa inteleaga modul in care functioneaza programele de calculator pentru
analiza numerica a campului electromagnetic si sa poata realiza programe
simple dedicate rezolvarii unor probleme foarte simple de camp ;

- Sa stie care sunt principalele functii ale unui program profesional de analiza
electromagnetica (CAD-Magnetics) si sa aiba o experienta minimala in folosirea
unui astfel de program.

http://en.wikipedia.org/wiki/Computational electrodynamics
http://en.wikipedia.org/wiki/Finite element http://www.comsol.com/
http://en.wikipedia.org/wiki/COMSOL Multiphysics

[MNIE] D. loan et al, Metode numerice in ingineria electrica, MATRIX ROM 1998
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laboratorul de

modelare

Modelarea numerica a campului

LivinN electromagnetic (cont.)

Programele de analiza numerica campului electromagnetic sunt structurate in:

- Preprocesare: modulul prin intermediul caruia se descrie problema de camp
ce va fi rezolvata.

- Modulul care modulul care discretizeaza domeniul spatial (si cel temporal
daca intervine) si apoi discretizeaza ecuatiile cu derivate partiale ale campului,
generand un sistem de ecuatii cu un numar finit de necunoscute.

- Solverul: modul care rezolva sistemul de ecuatii obtinut in urma discretizarii.

- Postprocesorul: modulul in care se prelucreaza solutia numerica obtinuta in
vederea vizualizarii ei, salvarii, imprimarii sau calculului marimilor derivate de
care este interesat utilizatorul.

Descrierea unei probleme de camp presupune descrierea geometriei, a
materilelor (prin constantele de material) si a surselor de camp de marimi
dedicate iar sursele externe prin conditiile de frontiera. Starea initiala este
descrisa de conditiile initiale. Modul cel mai eficient de descriere a geometriei
este prin intermediul unui editor grafic, interacitv, iar restul datelor sunt
selectate din baza de date interna sau introduse ca texte. Descrierea poate fi
facuta si neinteractiv printr-un limbaj dedicat.
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- modelare

Modelarea numerica a campului

LIViN electromagnetic (cont.)

» Cele mai simple probleme de camp sunt cele din medii liniare, in regimuri
statice sau stationare. O simplifcare majora este adusa, daca problema este
plan-paralela, adica solutia sa depinde doar de doua coordonate carteziene
(x,y) sinude toate trei (x,y,z) . In primul caz problema este bidimensionala
(2D) iar in al doilea ea este tridimensionala (3D). Regimurile din aceasta
categorie au ecuatii similare Poisson generalizate (de tip eliptic) este suficienta
prezentarea unuia din cazuri, de exemplu regimul electrostatic sau elctocinetic.
Domeniul de calcul este alcatuit din subdomenii omogene. Datele problemei:

« geometria problemei: forma si dimensiunile fiecarui subdomeniu;
 valoarea constantelor de material € din fiecare subdomeniu;
« valoare sursei de camp p din fiecare subdomeniu;

» frontiera se descompune in parti disjuncte, iar pentru fiecare se specifica
tipul (Dirichlet sau Neumann) si valorea conditiei de frontiera.

« Scrieti un program MATLAB care permite descrierea unei probleme de
camp stationar intr-un domeniu 2D alcatuit prin reuniunea unor dreptunghiuri
cu laturi paralel cu axel Ox si Oy. Scopul este de a rezolva problemele de test:

calculul rezistentei unei folii patrate si a uneia de forma literei L.
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Modelarea numerica a campulul
electromagnetic (cont.)

 Ecuatiile campului pot fi discretizate is rezolvate prin mai multe tehnici:

* Metoda elementelor finite (FEM) — Domeniul spatial se descompune in
forme geometrice simple (triunghiuri, tetraedre, hexaedre, etc.) iar in fiecare
se presupune o variatii simpla a solutiei (de exemplu afina fata de x, y, z).
Necunoscutele problemei (gradele de libertate) sunt parametrii ce identifica
solutia din fiecare element finit sau chiar valoarea solutiei in nodurile retelei
de discretizare sau in alte elemente geometrice ale retelei (muchii, fete).
Pentru a genera sistemul de ecuatii algebrice liniare satisfacut de acesti
parametri se foloseste forma slaba a ecuatiei, obtinuta prin proiectie
(Galerkin) sau echivalent prin minimizare (variationala — Ritz). Se parcurg
elementele si se adauga contributia lor la matricea sistemului si la termenul
liber: sub-matrice de 3x3 si respectiv sub-vectori cu 3 componente, in cazul
elementelor finite triunghiulare de ordinul unu. Se parcurg apoi laturile de
pe frontiera si se adauga contributia lor la matricea sistemului (2x2 pentru
cond. Neumann) si la termenul liber.

* [MNCE] http://www.Imn.pub.ro/~gabriela/studenti/an4/carte  MNCE.pdf

» hitp://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m src/fem 50/fem 50.html
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Modelarea numerica a campului

LIViN electromagnetic (cont.)

* Metode de tip diferente finite (FDM), integrale finite, volume finite. In
aceasta abordare se folosesc de regula retele de discretizare structurate
(cu topologie regulata) iar gradel de libertate sunt valorile solutiei in
nodurile retelei. In FDM sistemul discret de ecuatii se obtine prin
aproximarea derivatelor spatiale cu diferenta:

AV Via=Vie. AV Vea =N +Viy o _ OV OV Vi #Via Vi Vi — Y

, =~ + !
dx h dx’ h? ox>  oy° h?
In Tehnica integralelor Finite (FIT) se discretizeaza forma globala a ecuatiilor.
- Retele de discretizare pentru: FEM, FDM si BEM
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Modelarea numerica a campului

LIViN electromagnetic (cont.)

* Metoda elementelor de frontiera (BEM) are ca necnoscute (grade de
libertate) valorile solutiei in nodurile de pe frontiera domeniului de calcul.
De aceasta data se discretizeaza doar aceasta frontiera (curba in cazul 2D
si suprafat in 3D). Sistemul finit de ecuatii se obtine prin discretizara
ecuatiilor integrale ale problemei, forme echivalente ale ecuatiilor cu
derivate partiale. http://en.wikipedia.org/wiki/Boundary element_method

* Dupa discretizare, se obtin sisteme de ecuatii algebrice liniare, care in
metodele FEM si FDM/FIT au matricele foarte rare (dupa acum s-a vazut in
fiecare ecuatie genrata cu FDM sunt cel mult cinci termeni nenuli). Din acest
motiv, rezolvarea se face rapid, chiar daca sistemele sunt de dimensiuni foarte
mari. In cazul FEM matricea sistemului este simetrica, pozitiv definita si
diagonal dominanta, ceea ce face ca rezolvarea sa se poate face foarte eficient
prin metode iterative, care au un consum minim de memaorie, pentru ca nu
genereaza umpleri.

» Cunoscand valorile solutiei, de exemplu potentialul scalar in nodurile retelei
de discretizare la FEM si FDM, se calculeaza in etapa de postprocesare si alte
marimi derivate: intensitatea campului, tensiuni, fluxuri, rezistente, forte,etc.
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Modelarea numerica a campulul
electromagnetic (cont.)

» Continuati scrierea programului MATLAB capabil sa calculeze rezististenta
unei folii de forma literei L (cu FEM sau FDM). Folositi ca model si referinta de
validare programul MATLAB FEM cu 50 de instructiuni, [MNCE] si [MNIE].
Exindeti programul pentru a rezolva clase cat mai largi de probleme in modul
cel mai eficient (consum mic de memorie si timp de calcul)

« Mai dificila este rezolvarea problemelor de camp stationar in medii
neliniare. In urma discretizarii se obtine un sistem de ecuatii neliniare. Pentru
rezolvarea lor se folosesc metode iterative, cum este de exemplu metoda
Newton-Raphson http://en.wikipedia.org/wiki/Newton's _method

La fiecare iteratie se rezolva o problema liniara de camp in care constantele de
material (petrmitivitate, permeabilitate, conductanta) sunt cele dinamice
(derivata caracteristicii neliniare dielectrice, magnetice sau de conductie)

* Inregimurile cvasistationare sau general variabile, dupa discretizarea
spatiala cu una din metodele prezentate anterior se obtine un sistem de ecuatii
diferentiale ordinare, care se rezolva prin cuadratura numerica.

http://en.wikipedia.org/wiki/Numerical methods for ordinary differential equations
* Mai “simpla” este problema de curent alternativ, care se reprezinta in
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nmm

Aplicatii. FEM in 20 linii de cod

LIViN MATLAB [MNIE].

infile
A = ze

for 1

Qo

% citeste din scriptul .m: na,nb,nc(l:ne); x,y,z(l:nn); nf,vi(l:nnf)

ros (nnod,nnod); b = zeros(nnod); v = b; % matrice sistem si1 termen liber

= l:ne % parcurge elemenetle si aduna contributia lor la matricea A

nl = na(i); n2 = nb(i); n3 = nc(i)]; % nodurile

x1=x(nl); x2=x(n2); x3=x(n3); yl=y(nl); y2=y(n2); y3=y(n3); cordonatele

S = (x2*y3-x3*y2-x1*y3+x3*yl+x1*y2-x2*yl) /2 % si aria elementului curent
cl=y2-y3; c2=y3-yl; c3=yl-y2; di=x3-x2; d2=x1-x3; d3=x2-x1;% proiectii laturi
% contributiile (3x3) la matricea A ale elementului curent:

cll=(cl*cl+dl*dl)/ (4*A); cl2=(cl*c2+d1*d2)/(4*A); cl3=(cl*c3+d1*d3)/ (4*Rn);
c2l=(c2*cl+d2*dl)/ (4*A); c22=(c2*c2+d2*d2)/ (4*D); c23=(c2*c3+d2*d3)/ (4*A);

c31=(c3*cl+d3*dl)/ (4*A); c32=(c3*c2+d3*d2)/ (4*A); c33=(c3*c3+d3*d3)/ (4*A);

) ) ;

) ) 7

) ) ;
A(nl,nl)=A(nl,nl)+cll; A(nl,n2)=A(nl,n2)+cl2; A(nl,n3)=A(nl,n3)+cl3;

) A(

) (

A(n2,nl)=A(n2,nl)+c2l; A(n2,n2)=A(n2,n2)+c22; n2,n3)=A(n2,n3)+c23;
A(n3,nl)=A(n3,nl)+c31l; A(n3,n2)=A(n3,n2)+c32; A(n3,n3)=A(n3,n3)+c33;

[e)

for i=1l:nnf % parcurge nodurile de pe frontiera cu cond. Dirichlet
n=nf; v(n)=vi(i); b(n)=v(n); n nod pe frontiera, vf valoare cond.Dirichlet
for j = l:nnod $ inlocuieste ecuatia nodului n cu: Vn = val cond fr.
a(n,j3)=0; if (J~=n & a(j,n) ~=0) b((Jy)=b(jJ)-a(jn,n)v(n); a(j,n)=0; end
end; a(n,n) = 1;

end; v=A\b; % solutia problemei: potentialele in nodurile retelei
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omm

FDM sub 20 linit de cod MATLAB

LiviN IMNIE].

% Rezolva ecuatia lui Laplace intr-un patrat cu conditii Dirichlet pe froniera

infile % citeste din scriptul .m: nn - nr noduri pe latura, Vst,Vdr,Vjs,Vss

% — conditii de frontiera, err eroare relativa impusa, nit - nr maxim de iteratii

V = zeros(nn,nn); %$ V - solutia: potentialele nodurilor retelei
)

V(:,1)=Vst; V(:,nn)=Vdr; V(1,:)=Vss; V(nn,:)=V]s; impune conditiile Dirichlet

for k = 1:it % ciclul de iteratii pentru rezolvarea sistemului liniar
eps = 0; % initalizarea normeil corectiei
for 1 = 2:nn-1 % parcurge nodurile interioare

for j = 2:nn-1
Vnou = (V(i-1,3)+ V(i+1,3)+ V(i,j-1)+ V(i,3+1))/4;
— d = abs(Vnou-V(i,j)); V(i,]J) = Vnou; % corecteaza solutia
if d>eps eps = d end end end % eps = norma max a corectieil
if eps < err*max(abs(V)) break end % nu e necesara memorarea matricei sistemului!
surfc (V) % post-procesare: potentialul, echipotentialele

[¢)

h=1; [Ex,Ey]=-gradient(V,h); quiver (Ex,Ey); % intensitatea campuluil electric
MATLAB are si alte functii utile: G=numgrid (s, n) numeroteaza in G(nxn) nodurile
dintr-o retea 2D de forma indicata de s; spy (G) arata nodurile; iar A=delsq (G)
intoarce matricea laplaceanului discretizat (delsgdemo .m demonstreaza rezolvarea
ecuatiel Poisson cu conditii de frontiera Dirichlet in domeniul de forma literei L). Cu
acestea, codul anterior se rescrie in 5 linii scurte. Incercati!
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BEM sub 20 linit de cod MATLAB

LiviN IMNIE].

% Rezolva ecuatia lui Laplace pentru potentialul electrostatic intr-un domeniu 2D

% cu conditii Dirichlet si calculeaza sarcina de pe elementele de frontiera
infile % preprocesare, citeste din scriptul .m: nf - nr de elemente de frontiera,

% xi,vi,xf,yf,v(l:n) - coordonatele initiale/finale si potentialul fiecarui element

% eps — valorea constantel de material (permitivitatea)

for k = 1:nf % parcurge elementele de frontiera
za = xi(k)+3*+yi(k); zb = xf(k)+j*+yf(k); % afixul initial/final al elm k

for n = 1:nf % parcurge perechile de elemente de frontiera
zn = (xi(n)+xf(n))+j*(yi(n)+yf(n))/2; % afixul mediu al elm n
if k==n A(k,k)=abs(za-zb)* Real ((l-log(zn-zb)));
- elseif % genereaza matricea A a sistemului liniar

A(k,n)=(abs (za-zb) *Real (((zn-za) *1log ((zn-zb)/(zn-za))/ (zb-za)+1l-log(zn-zb))) ;
end
end

end
q = A\v/ (2*pi*eps); % rezolva sistemul Ag=v si calculeaza sarcinile de pe elemente

g0=0; for k = 1:nf if (v (k)==0) g0=g0+g(k); end; g0 % post procesare: sarcina masei
Expresia potentilului logaritmic, al unui fir infinit, iar prin superpozitie de o banda cu pct:
(

_ 1 _ . __‘Za_'zb‘ Z,—Z, Z, —Z 1
Vv —%Labps In(1/R)ds =V, _Zn:Aknqn’ A _%R& 2. In . _ZE +1-In(z, —z,) J
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b Modelarea numerica a campului

LIViN electromagnetic (cont.)

 Dintre metodele numerice, cea mai des utilizata in simularea campului
eelctromagnetic este metoda elemntelor finite FEM. Explicatiile sunt:
flexibilitate maxima in descrierea geometriei, a suprafetelor cube si proprietati
bune ale matricei sistemului: rara, simetrica, pozitiv definita si diagonal
dominanta. Acestea fac ca rezolvarea sa fie eficienta temporal si spatial (mem.)

» Performantele unui program de camp depind, mai ales in cazul 3D, de modul
INn care se realizeaza discretizarea automata a domeniului de calcul.
http://en.wikipedia.org/wiki/Mesh generation

MATLAB are functia delaunay pentru generarea retelelor triunghiulare.

* O lista de pachete software publice si comerciale pentru analiza campului
este postata in
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of finite element software packages

* Dintre cele publice mentionam FEMM: http://www.femm.info/wiki/HomePage
* jar dintre cele comerciale ANSYS si COMSOL.:
http://en.wikipedia.org/wiki/ANSYS

http://en.wikipedia.org/wiki/COMSOL Multiphysics
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y
/ laboratorul de

COMSOL - Interfata cu utilizatorul,

Lvind functi

La intrare , poate aleage: dimensiunea problemei:
(1D, 1.5D-unidimensional axisimetric, 2D, 2.5D- bidimensional axisimetric sau 3D)
dar si regimul campului electromagnetic:
stationar, c.a. sau tranzitoriu (ES, MS, EC, MG, MQS, FW=RF).

O caracteristica specifica pachetului COMSOL este caracterul sau mutifizic,
permitiand rezolvarea de probleme cuplate, din cele mai diverse domenii:
electromagnetice, termice, mecanice, de curgere, acustice. Cu aceasta ocazie se
poate alege si ordinul elementlului fnit, intre 1 si 5 (implicit 2).

Ecranul principal contine bare de comenzi (meniu), instrumente, o fereastra de
mesaje dar cea mai mare parte a ecranului este ocupata de fereastra editorului grafic.
Principalele intrari in meniu sunt cele clasice: File, Edit, Options, Help si cele

specifice: Draw (editarea geometriei pe cale grafic- interactiva sau prin comenzi
textuale), Physics (descrierea proprietatilor de natura fizica, pe subdomenii, frontiere
si in puncte: constante de material si conditii de frontiera), Mesh (discretizarea
automata si controlata a domenului si rafinarea retelei), Solve ( alegerea metodei de
rezolvare a sitemului discretizat, a parametrilor metodei si rezolvarea acestui sistem),
Postprocessing (afisarea numerica si grafica in mai multe metode a solutiei precum si
definirea si calculul diferitelor marimi fizice drivate, definite ca integrale pe
subdomenii, frontiere sau in puncte), Multiphysics (cuplarea problemelor).
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COMSOL - Exemplu:
rezistenta foliel L

Draw: Se decriu doua dreptunghiri de 2X1 si 1x1, cu colturile (-1,0), (0,0) care
apoi s ereunesc intr-un domeniu comn.

Physics: Se specifca valoarea conductivitatii (implicit Cu-5.99e7S/m) si se
descriu conditiile de frontiera: izolnt electric pe 4 segmente, la masa un
segment si valoare potentialului V=1V pe segmentul superior.

Mesh: Inializare retea — genereaza automat o retea de 735 triunghiuri cu 400
noduri din care 71 pe frontiera (1534 grade de libertate).

Solve: implicit cu metoda directa de matrice rare UMFPACK, care obtine
solutia in 0.125s.

Postprocessing: se reprezenta grafic solutia in mai multe forme. Se
calculeaaza valoarea pentru conductanta lineica prin integrarea curentullui pe
terminal. S-a obtinut G=I/V=2.343567e7S/m =o/\ = NA=0.3912 = 1/A =
2.5559

File: se salveaza problema in Lshape.m si se genereaza raportul Lshape.html
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p R COMSOL - Exemplu:
LIViN rezistenta foliei L (cont.)

Reprezentarea grafica a solutiei:
* Reteaua de discretizare

e Harta potentilului

* Echipotentialele

 Vectorii campului electric

* Liniile de curent

05

-15 -1 -05 0 05 1 15
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COMSOL - Exemplu:
rezistenta foliel L (cont.)

Suiface: Electiic potentid [\] Max: 1.00

Mn: 0

Harta in culori a potentialulul
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LY rean COMSOL - Exemplu:

LIViN rezistenta foliei L (cont.)

Echipotentialele si liniile de camp

Contour: Electric potential [V]

o o o o o o o o
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COMSOL - Exemplu:
rezistenta foliel L (cont.)

Vectorii campului electric

Arrow: Total current density [A,fn12]
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3.16. Concluzii

. Teoremele fundamnetale ale campului eelctromagnetic au o importanta
practica asemanatoare cu cea a legilor.

. Ele evidentiaza relatiile de conservare, pentru marimi electromagnetice,
cum sunt: sarcina, curentul, energia dar si altele.

. Teoremele descriu cantitativ functionarea dispozitiveleor si componentleor
electrice, cum sunt condensatoarele, rezistoarele si bobinele. Se-au stabilit
formele globale ale legilor de material si relatiile u-I pentru aceste dispozitive.
. S-au evidentiat efectele meacanice ale campului electromagnetic,
definidu-se marimile primitive, prin indicarea procedeului lor de masurare.

. S-a fundamentat riguros teoria circuitelor electrice, care intr-o serie de
Ipoteze simplificatoare este o sub-teorie a electromagnetismului.

. A fost formulata problema de analiza a campului electromagnetic
aratandu-se importanta ei si descriind principalele ei metode de rezolvare.

. Orice proiect avansat de inginerie electrica necesita modelarea
elctromagneitca si folosirea unui pachet software dedicat.
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